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In this paper, we will mention irreducible elements and prime elements which come from the defi-
nition of and a property of prime numbers, respectively. Also, we will make a simple remark about
the definition of Euclidean domain, which is the starting point from Euclidean division to Unique
Factorization Theorem.
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aと bについて aが bの倍数であるとき，つまり，
a = bcとなる整数 cが存在するとき，b | aと書く
ことにすれば，素数の定義は以下の通りである．
定義 2.1 自然数 pが素数であるとは，pは 2以
上であり，かつ，aを自然数とするとき，




定義 2.2 (既約元 (その 1)) Rを整域とする（整
域の定義については次節で確認する）．Rの零元
でも単元でもない元 piが既約元であるとは，
α |pi ならば α=単元またはα=pi×単元
を満たすこととする．ただし α ∈ Rである．
ここで，零元とは加法に関する単位元 0，つまり，
任意の a ∈ Rについて，
a+ 0 = 0 + a = a
をみたす 0 ∈ Rのことである．なお，乗法に関
する単位元，つまり，任意の a ∈ Rについて，
a · 1 = 1 · a = a
をみたす 1 ∈ Rのことを単にRの単位元という．
また，単元とは Rにおいて乗法に関する逆元を
もつ元のこと，つまり，a ∈ Rが単元であるとは，
a · b = b · a = 1




















命題 2.3 pを素数とするとき，整数 a, bに対して











定義 2.4 (素元) Rを可換環とする．Rの零元で
も単元でもない元 piが素元であるとは，
pi | αβ ならば pi | αまたはpi | β
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定義 2.4 (素元) Rを可換環とする．Rの零元で
も単元でもない元 piが素元であるとは，
pi | αβ ならば pi | αまたはpi | β




(命題 2.3の証明) 整数 a, bについて p | abであ
るとする．このとき，p | aであれば主張は自明
である．そこで，p ∤ aであるとする．pが素数で
あるので，この とは aと pは互いに素である
ことを意味する．したがって，2元 1次不定方程
式の性質によれば，




となる整数 k, lが存在する．この両辺に bを掛け
れば，
p | kab+ lpb = b
が従うので，p | bとなる．つまり，p ∤ aのとき
には常に p | bが成り立つ．以上より，素数 pは


































定義 3.1 (可換環) 集合 Rに加法 +と乗法 ·が
定義されていて，次の条件 (1)から (8)を満たす
とき，Rを可換環という．
(1) (加法の結合律) 任意の a, b, c ∈ R に対し
て (a+ b) + c = a+ (b+ c) が成り立つ．
(2) (零元の存在)任意のa ∈ Rに対してa+0 =
0 + a = a となる零元と呼ばれる元 0 ∈ R
が存在する．
(3) (加法の逆元の存在) 任意の a ∈ Rに対し
て a + b = b + a = 0 となる aの逆元と呼
ばれる元 b ∈ Rが存在する．
(4) (加法の交換律) 任意の a, b ∈ R に対して
a+ b = b+ a が成り立つ．
(5) (乗法の結合律) 任意の a, b, c ∈ R に対し
て (a · b) · c = a · (b · c) が成り立つ．
(6) (単位元の存在) 任意の a ∈ R に対して
a · 1 = 1 · a = a となる単位元と呼ばれ
る元 1 ∈ Rが存在する．
(7) (乗法の交換律) 任意の a, b ∈ R に対して
a · b = b · a が成り立つ．
(8) (分配律)任意の a, b, c ∈ Rに対して a ·(b+







定義 3.2 (整域) 可換環 R が 0以外の零因子を
もたない，つまり，a, b ∈ Rに対して
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定義 3.2 (整域) 可換環 R が 0以外の零因子を
もたない，つまり，a, b ∈ Rに対して





















定義 3.3 (既約元 (その 2)) R を可換環とする．
Rの零元でも単元でもない元 pi が既約元である
とは，α, β ∈ Rについて，








命題 3.4 可換環Rにおいて，既約元 (その 2)の
定義を満たす元は（Rを可換環としても）既約元
(その 1)の定義を満たす．
(証明) pi ∈ Rを既約元 (その 2)の定義を満たす
既約元とし，α ∈ Rについて α | piとする．この
とき，αが単元ならば既約元 (その 1)の定義を
満たす．そこで，αは単元でないとする．最初の
仮定より pi = αβ となる β ∈ Rが存在する．既
約元 (その 2)の定義より必然的に β は単元でな
ければならない．よって，pi = α ×単元とかけ
る．ここで，単元には逆元が存在し，その逆元も





例 3.5 整数を 6で割ったときに余りとして現れ






れる．たとえば，1+ 3 = 4, 3+ 5 = 2, 5+ 0 = 5
であり，1 · 5 = 5, 2 · 5 = 4, 5 · 5 = 1となる．さ




R = Z/6Zにおいて，結果が 3となる 2つの元の














元でもない元 pi について，次の 2条件は同値で
ある．
(1) (既約元 (その 1)) α ∈ Rについて，α | pi
ならば α = 単元または α = pi ×単元で
ある．
(2) (既約元 (その 2)) α, β ∈ Rについて，pi =
αβ ならば α = 単元 または β = 単元 で
ある．
(証明) (2) ⇒ (1)が成り立つことは命題 3.4で示
した．よって，この逆を示す．
pi は (1)を満たす元とし，α, β ∈ R について
pi = αβ とする．仮に (2) は満たさない，つま
り，α も β も単元でないとして矛盾を導く．ま
ず α | pi かつ β | pi より，(1)を満たすことから
α = pi×単元かつβ = pi×単元でなければならな
い．つまり，ある単元 δ, ε ∈ Rがあって α = piδ,
β = piεと書ける．よって，pi = pi2δεとなる．こ
のとき，pi(1 − piδε) = 0となるが，仮定より pi
は単元ではないので 1 ̸= piδεより，piは零因子と
なる．しかし，これは piの仮定に矛盾する．よっ
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ない Rの元とするとき，π が既約元 (その 1)の
定義により既約元となることと既約元 (その 2)の
定義により既約元となることは同値である．












定理 4.1 (割り算原理（除法定理）) aと bを整
数とし，b ̸= 0とする．このとき，







定義 4.2 (ユークリッド整域の定義 1) R を整
域とし，Rから Rの零元を除いた集合を R0 と
する．つまり，R0 = R−{0}とする．このとき，
R0 から自然数全体の集合 N への写像 φで次の
条件を満たすものが存在するとき，R をユーク
リッド整域という．
(1) Rの元 aと元 b ̸= 0に対して，
a = bq + r, r = 0または φ(r) < φ(b)
となる Rの元 q, rが存在する．




(1) Rの元 aについて，φ(a) = 0と a = 0は
同値である．
(2) Rの元 aと元 b ̸= 0に対して，
a = bq + r, φ(r) < φ(b)
となる Rの元 q, rが存在する．
定義 4.4 (ユークリッド整域の定義 3) R を整
域とし，Rから Rの零元を除いた集合を R0 と
する．つまり，R0 = R−{0}とする．このとき，
R0から 0以上の整数全体の集合 Z≥0 への写像 φ
で次の条件を満たすものが存在するとき，R を
ユークリッド整域という．
(1) R の零でない元 a と b について，φ(a) ≤
φ(ab)となる．
(2) Rの元 aと b ̸= 0に対して，
a = bq + r, r = 0または φ(r) < φ(b)
となる Rの元 q, rが存在する．
なお，ユークリッド整域の定義では，割り算原








義 4.3と 4.4における条件 (1)は不要であるとい
うことを述べる．
そのために，定義 4.2 を標準の定義とし，定
義 4.2を満たせば，定義 4.3も 4.4も満たすこと
を確認する．
まず，定義 4.3の条件 (1)についてであるが，
定義 4.2を満たす φが存在すれば，Rの元 a ̸= 0
に対して φ(a) > 0 であるので，φ の定義域と
値域を広げて，Rから 0以上の整数全体の集合
Z≥0への写像 φとして φ(0) = 0と定めれば，こ
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義 4.3と 4.4における条件 (1)は不要であるとい
うことを述べる．
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定義 4.2の φが存在すれば定義 4.3の φも存在
する．
注意 4.5 定義 4.3のように，φをRから 0以上
の整数全体の集合 Z≥0への写像として，さらに，
条件 (2)の余りの条件を φ(r) < φ(b)としていれ
ば，そもそも条件 (1)は不要である．なぜならば，
ρを R から Z≥0 への写像で定義 4.3の条件 (2)
を満たすものとする．このとき，Rの元 b ̸= 0に
ついて，a ∈ Rを補助的にとれば，条件 (2)より
ρ(r) < ρ(b)となるRの元 rが存在する．よって，
必然的に ρは 0のとき最小値をとり，かつ，最
小値をとる Rの元は 0だけとなる．そこで，R














によって写像 ρを定める．ここで，minは ab ̸= 0




さて，Rの元 aと元 b ̸= 0に対して，ρの定義
より，bc ̸= 0で ρ(b) = φ(bc)となる c ∈ Rが存
在する．このとき，φの定義より，a = (bc)q+ r
をみたし, かつ，r = 0または φ(r) < φ(bc) とな
る Rの元 q, rが存在する．これを a = b(cq) + r
とみれば，ρ(r) ≤ φ(r) < φ(bc) = ρ(b)より，ρ
は定義 4.4の条件 (2)を満たす．さらに，任意の
a, b ∈ Rについて，ab ̸= 0ならば，abは aの倍
元となることと ρの作り方より ρ(a) ≤ ρ(ab)が
成り立つ．したがって，とくに Rが整域であれ
ば，ρは定義 4.4の条件 (1)を満たす．以上より，
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定義 4.2の φが存在すれば定義 4.3の φも存在
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次に，定義 4.4の条件 (1)につい てみる．
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元となることと ρの作り方より ρ(a) ≤ ρ(ab)が
成り立つ．したがって，とくに Rが整域であれ
ば，ρは定義 4.4の条件 (1)を満たす．以上より，
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き，同時に定義 4.3の条件 (2)も満しているので，
定 2 φが存在すれば定義 4.3の φも存在
する．
注意 4.5 定義 4.3のように，φをRから 0以上
の整数全体の集合 Z≥0への写像として，さらに，
条件 (2)の余り 条件を φ(r) < φ(b)としていれ
ば，そもそも条件 (1)は不要である．なぜならば，
ρを R から Z≥0 への写像で定義 4.3の条件 (2)
を満たすものとする．このとき，Rの元 b ̸= 0に
ついて，a ∈ Rを補助的にとれば，条件 (2)より
ρ(r) < ρ(b)となるRの元 rが存在する．よって，
必然的に ρは 0のとき最小値をとり，かつ，最
小値をとる Rの元は 0だけとなる．そこで，R














によって写像 ρを定める．ここで，minは ab ̸= 0




さて，Rの元 aと元 b ̸= 0に対して，ρの定義
より，bc ̸= 0で ρ(b) = φ(bc)となる c ∈ Rが存
在する．このとき，φの定義より，a = (bc)q+ r
をみたし, かつ，r = 0または φ(r) < φ(bc) とな
る Rの元 q, rが存在する．これを a = b(cq) + r
とみれば ρ(r) ≤ φ(r) < φ(bc) = ρ(b)より，ρ
は定義 4.4の条件 (2)を満たす．さらに，任意の
a, b ∈ Rについて，ab ̸= 0ならば，abは aの倍
元となることと ρの作り方より ρ(a) ≤ ρ(ab)が
成り立つ．したがって，とくに Rが整域であれ
ば，ρは定義 4.4の条件 (1)を満たす．以上より，
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